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KATA PENGANTAR

A8 gl daay g aSile aBlul

Allah Swt. adalah dzat, tempat kita senantiasa memanjatkan puji dan
syukur. Dengan segala berkah dan rahmat-Nya sehingga aktivitas akademik
masih dapat kita jalani. Rasulullah Saw adalah tauladan kita, menjadi
junjungan yang senantiasa kita bershalawat kepadanya, beserta para sahabat
dan seluruh manusia di bumi ini yang masih ridha menuntut ilmu-ilmu
keislaman dan kemaslahatan dunia untuk mendapat rahmat dan derajat yang
tinggi di sisi Allah Swt.

Buku merupakan ini referensi yang dirancang bagi para mahasiswa,
guru, dosen atau akademisi lainnya untuk memahami konten Trigonometri.
Adapun cakupan konten trigonometri dalam buku in adalah Trigonometri,
Persamaan Trigonometri, Pertidaksamaan Trigonometri, Ekstrim Fungsi
Trigonometri Dan Ekstrim Dengan Syarat, Grafik Fungsi Trigonometri, Fungsi
Siklometri, Limit Fungsi Trigonometri, Bilangan Kompleks. Disamping itu,
diulas pula tentang beberapa sejarah dan terapan Trigonometri dalam
keislaman. Sebagai bentuk up to date keilmuan, maka buku ini dilengkapi
dengan contoh Penggunaan Aplikasi Matematika GeoGebra dalam
menggambar beberapa Grafik Fungsi Trigonometri.

Kami sadar bahwa buku pembahasan Trigonometri dan Beberapa
Terapannya dalam Keislaman: Disertai Contoh Penggunaan Aplikasi
Matematika belum sempurna, sehingga kami berharap adanya masukan dari

pihak-pihak pembaca manapun agar menjadi usaha kami untuk

yempurnakan buku ini pada edisi berikutnya. Terakhir kami haturkan
B o ot ———

buku -
LS g db | das g alule 2N g

Ambon, Desember 2021

Penyusun
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BAB 1
FUNGSI TRIGONOMETRI

A. Perbandingan Trigonometri

Mengawali pembahasan fungsi trigonometri ini, coba perhatikan Gambar 1

berikut!
A
& }'
=
" 3 E -x 2
v
Gambar 1

Secara geometri, segitiga op, sebangun dengan segitiga op 0, , sehingga:

0Q, _OQ2 Xy Xg
B
PO PG Y1 Y2
OF‘1 DF‘2 Iy fy
Py R v Y2
0Q, 0Q, x; x,




0(}1 DQE Xy X

PiQ; PQy vy yp
OF, OPR, o ri

OP‘1 _ 0P2 =ri=ri

PQy PQ v Ya
Perbandingan-perbandingan  tersebut di atas, dinamakan
perbandingan goniometri dari sudut «®. Nilai-nilai perbandingan ini adalah
nilai-nilai dari fungsi-fungsi:

Cosinus «®, Sinus «°, Cotangen «®, Secan «®, dan Cosecan «®
dengan demikian fungsi-fungsi trigoometri dapat didefinisikan sebagai
berikut:

Definisi:

Jika titik p( x,y) terletak pada lingkaran dengan titik pusat pada O,

jari-jari r sedemikian hingga ZXOP =a", seperti tampak pada

gambar 2, maka:

Gambar 2




cose” =—
sing” ==
r

n 1
tan o’ = >
X

X

cotey = —
¥

o r
seca’ = —
X

CSCQ‘ﬂ = —
¥

Dari definisi di atas dapat dikatakan bahwa untuk setiap sudut yang besamya
«® , ada satu dan hanya satu nilai:

Cosinus «®, Sinus a®, Cotangen a°, Secan a®,dan Cosecan a°

Jadi kita mempunyai pemetaan himpunan sudut A = {ﬂi € R} ke himpunan

bilangan nyata R seperti ditunjukkan diagram berikut ini.

w w
A R A R
t{l—- w
A A R




A R

Gambar 3

Dikatakan bahwa fungsi-fungsi Cosinus, Sinus, Tangen, Cotangen, Secan, Dan
Cosecan memetakan himpunan sudut ke himpunan bilangan nyata.

Selanjutnya, karena titik P dapat terletak pada setiap kuadran, maka
koordinat x dan y dari titik P dapat positif, negatif, atau nol. Misalkan titik P
terletak di kuadran Ill, maka koordinat x dan y masing-masing negatif,
sehingga nilai Cosinus, Sinus, Tangen, Cotangen, Secan, Dan Cosecan dari
sudut XOP adalah negatif, sedangkan nilai Tangen dan Cotangen adalah
positif.

Berikut ini diperlihatkan tanda dari nilai-nilai fungsi trigonometri
dalam setiap kuadran.

Tabel 1 Tanda nilai-nilai fungsi trigonometri

Daerah cosa" sin e tan ¢ secea csca” cot e’
0" < a < 90" & + + + + +
90" < @ < 180" - + - - + -
180° < @ < 270° = - : - - +
270" < a < 360" + - - + - -




Contoh 1

Tulislah semua perbandingan trigonometri dari sudut ", dimana " adalah

besarnya ZXOP , dan P adalah titik (4.3)-

Jawab:

P(4,3)

ki

Gambar 4

Perhatikan Gambar 4 di atas, terlihat bahwa #XOP = &" dan OP =r.

Menurut dalil Phytagoras,

z z 2
Fo=x -+

Maka
= (4) +(3)
=16+9=25

r =5

Jadi,

cusafﬂzizﬂ [anf:rﬂzl:E
ro 3 x 4
;3

sing” =2 =2 cota® == =
r 5 y




Contoh 2

Tanpa menggunakan gambar tentukanlah semua nilai fungsi trigonometri

darisudut ¢", dimana " adalah besarnya ZX0A, dan A adalah titik (6.-8)

Jawab:
Diketahui; x=6 . yv=-8

Menurut dalil Phytagoras,

rt=(6) +(-8)

=36+64=100
r =10
Jadi,
s X 6 0 —-8 o 10
cosa =—=— tana =~ =— seca =—=—
ro 10 X 6 x 6
. i } _8 0 6 0 r ln
SImag =—=— coty =—=— csCct = — = —
ro 10 -8 y -8
Contoh 3
Jika cps A = ——, tentukan nilai semua fungsi trigonometri dari sudut A.
5
Jawab:




Tl

A
ey
Y

1 I =
x
r
.
P,
 J
Gambar 5
Karena cos A = __1, maka sudut A terletak dikuadran Il atau lll. Sehingga

5

x=-1.,r= \E . Maka, (JE)T = (—1)I + }-'1 , atau y = +2 (lihat gambar 6).

Jadi,

—1

cos A =— cos A = —

1 \!5_ 4 .Jg

2 -2

sin A =—= sin A, = —

J5 TS5
tanﬁlzilz—i [anﬂqz_—lzl
- -1 1
C{}[Al=? Lf)tA,_,=—2=E

5 5

iec&:\/—l_:—\/g qecAzz—l:_.Jg
V5 5
CSC A =— csc A, =—




Contoh 4

Tentukan perbandingan-perbandingan trigonometri dari sudut —135".

Jawab:

“ -4 -3 -2 -1 ¥ 2 3 4 t
'L-/I{SU x

P(—k, —k)
v
Gambar 6

Sudut —135" dapat digambarkan dengan posisi seperti pada gambar 6.
P adalah titik (-« ,—k) merupakan garis bagi kuadran lll. Dengan demikian,

2

re :(—J'c)2 +(—k)2 =2k” atau r = k~J2 . Jadi,

(4] ] .

cns(—lSS = ]

o ]

0 - _]-

sin (—135)" = —
[an(—lSS)“=_—k=l
00[(—135)“=_—k=1

sec (—135)“ = % = —\E




csc(—l?}f})ﬂ = % = —«,E

B. Fungsi-Fungsi Trigonometri untuk Sudut yang Berelasi

a. Sudut @ dan (180 —a)
cos(180-a ) =-cosa’
sin (180 —a)’ =sina’
tan(180 - ) = —tana"
oot (180 —ar) = —coter’
sec(180 —a) =-seca’

csc(lfi(] - a)u =csca

Contoh 1

Nyatakan fungsi-fungsi berikut ini kedalam fungsi sudut lancip
a)  cos150"° c) tan13s" e) sec—x

2 3
b:' sin 120" d) CDI;JT f} CsCc—m
4

Jawab:

a) Sudut 150° =(180-30)", sehingga cos150" = cos (180 —30)" .

0 0
Berdasarkan rumus cos (130 - cr) =—cosa ,maka




cos (180 -30)" = —cos 30", Jadi,

cos150° = cos (180 -30) " = —cos30°
b) sin120° = sin(180—60)’

Berdasarkan rumus sin (130 — ﬂ:)u =sina’ . Maka,

sin (180 — 60)” =5sin60". Jadi sin120" =sin (180— 60)“ = sin 60"
¢) tan135" = tan (180—45)’

Berdasarkan rumus tan (130 - cz)n =—tana", maka

tan (180 — 45)" = —tan 45" Jadi,

tan 135 = tan (180 —45)" = —tan 45"

2 1
d) Sudut E;r'r:;r‘;(—l;rr. Maka Cﬂt—ﬁ:cm(ﬂ'——ﬂ' , sedangkan
3 3 3 3

: l i 0 0
cot ﬂ'_gﬂ' =_C{}t§ﬁ, ingat rumus cut(lEU—a] =—cota" .

2 ( 1 } 1
Jadi, cot—mT =cot| T——m |=—-cot—7T.

3 3 3

5 |
e) Sﬂcgﬁ—mc{ﬁ—gﬁ)_ Menurut rumus SCC(]EU—(I][] =—seca .

1 1
Maka, sec| T ——7 |=—seC— 7. Jadi
( 6 J 6

10




3 ] 1
SeC—T =Ssec| T——m |=sec—1T .
6 6 6

3 ( il
f) CSC;HZCSC(I_IE} Menurut rumus csc(l&')—ﬂf) =Ccsca .

1 1 3 1
Maka’ cse| A ——7T =CSC_ﬁ_Jadi’ CSC_E:CSC(H—_FI = —C8C
4 4 4 4

b. Sudut &" dan (—a)[]

Contoh 2

Nyatakan fungsi-fungsi berikut kedalam fungsi sudut lancip.

i I.
a) ms(—45} c) tan(—lSU)ﬂ e) sec(—;;ﬂr]

b qin( —2 ;'r] d 30Y)" f [ 3 ?T]
s - cot(— csc| ——
) : ) cot(~30) ) ;

Jawab:

a) cos (—45)[] = cos 45"

11




. { 2 ) o2
b} s1n —gﬂ' =—5sIn—7T .

. 2 : 1 : 1 1
Selanjutnya, SIn—7=sin| T——77 | dan sin|7——7 [=sin—7 .
3 3 3 3

Jadi,

| |
sin| ——a |=-sin| T1——x |=—sin—7
(7)ol g =g

¢) tan(-150)" = —tan150".

| 2

Selanjutnya tan150° = tan (180 —30)" = —tan30".
Jadi,

tan(-150)" = —tan (180 —30)’ = —(-tan 30" ) = tan 30’

d) cot(-30)" = —cot30"

3 1 1
Selanjutnya, ¢sC—7T =CSC[H——E)=CSC—E . Jadi,
4 4 4

R L G
C8C| —— T |=—CsC—A =—CC| T ——T |=—CsC—T
4 4 4 4

c. Sudut &" dan (Qﬂ—a)n

12




(1]
f. csc(90-a) =seca

Contoh 3

Sederhanakan soal-soal berikut ini.

cos (90 — )“ cos (9{] - )U
a) . i C} & i
sin(90-«) sin(—a)
b) tan " d) sin(90 —a)" sina”
cot (9() — )u cos(90 —a)’
Jawab
cos (90 —a )n sin ¢ .
a) . 0 = ] = [an a
sin(0-¢a)  cosa
§ U] ; [\
b} tan cx _ = tan an -1
cnt(‘)ﬂ—a) tan a
cos(90-a)  sina
C} i = - ] = _1
sin(-«) —sina
d) a' _ .a:U sina” =.£IU
— -

13




C. Menghitung Nilai Fungsi Trigonometri

Nilai-nilai fungsi trigonometri untuk sudut: 0".90".180".270" dapat
dihitung dengan menggunakan konsep kuadran seperti pada pembahasan
sebelumnya.

Jika p(x.y)adalahsuatu titik yang terletak padasisi batas setiap kuadran,
maka koordinat titik P itu adalah (r.0).(0.r).(~r.0).(0,—r), seprti tampak

pada gambar 7.

Gambar 7

Contoh 1
Tentukan nilai-nilai fungsi trigonometri untuk sudut 150".

Jawab:

150" =(180-30), sehingga;

14




Ne
2

cos 150" ZC{]S(ISU— 30)n = —c0s30" =—
sin150° = sin (180 —30)’ =sin30° = %

tan 150" = tan (180 —30)" = —tan30° = —

1
NG

cot150" = cot (180 -30)" = —cot 30" = —/3

sec150" =sec(180-30)" =-sec30" =

2
B

csc150" = csc (180 -30)" = csc30” =2

23
3

Contoh 2
Tentukan nilai-nilai fungsi trigonometri untuk sudut %?r .
Jawab:
5 | .
—rr=2:r+5;r.Seh|ngga;
1 1
7+—7 |=—7=0
2 2
| 1
2n+—m |=sin—m =1
2 2
5 ( 1) 1 _ .
tan—7 = tan| 27 + — 7 |= tan— 7 = tidak terdefinisi
\ 2 )
5 ( 1) I
cot—x =cot| 2r+—m |=cot—7 =0
\ 2 J 2

15




5 (. 1) 1 -
sec?fr =sec| 27 +—7 |= secEfr = tidak terdefinisi

\ A
5 ( 1) 1
csc—m=csc| 2n+—m |=csc—m=1
2 \ 2 ) 2
Contoh 3

e e L . 13
Tentukan nilai-nilai fungsi trigonometri untuk sudut — .

6

Jawab:

13 |
—r = 2:r+6:r Sehingga;

6

COS—m=cos| 2m+—m |=Ccos—m =

6 2

13(1)1@

|
-::{)t—;fr =cot| 27 +— JC{}I—H—Jg

1 1
27+ — —
[ 6 6" B3
13
: (2?!‘4— frJ—c*;c T=12
6 6

16
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LATIHAN SOAL

Buatlah sketsa dari titik-titik di bawah ini, kemudian tentukan semua nilai

fungsi trigonometri dari sudut ", dimana " adalah besarnya

ZXO0A,ZXOB,ZX0OC ,dan ZXOD :
a.  A(4.-3) C C(—4.-3)

b. B(-4.,3) d. D(6.7)

Jika sinA = _?l tentukan perbandingan-perbandingan trigonometri dari
sudut A tersebut!

Tentukan semua perbandingan trigonometri dari sudut %;-r .

Tulislah tanda (+ atau -) dari soal-soal berikut ini.

a. sin400"e. cos210" i. tan 580"

b. sin125" f. cosl60” j. cot225"

c. sin250"g. cos320" k. sec210”

d. sin310" h. cos390" l. cscl3/6x

Jika C039=T, f# terletak dikuadran Il. Tentukan semua nilai

perbandingan trigonometri dari sudut ¢ itu.

Sederhanakan soal-soal berikut ini!

sin(180 — )’

a. ((]80 ))u c. cos’a’ +cos’ (90 - a)“
Cos —u

b. n‘iiﬂl (—f}f )[] + Cﬂt‘iz (_ﬂ')n d. cot (ﬂ.’ — (z} +Ccot e

18




10.

Jika sin(—H)” :E, tentukan nilai dari semua fungsi trigonometri dari

sudut .

Jika cos(—ﬂ)ﬂ = =5 tentukan nilai dari semua fungsi trigonometri dari

sudut .
Tentukan nilai-nilai fungsi trigonometri untuk sudut-sudut di bawah ini

5 7

a. 315" c s540° e. —rx g —rx
6 2
] il -3 =3
b. 240 d. —300 f. —zh. —x
4 2

Diantara pernyataan-pernyataan berikut ini manakah yang benar dan
manakah yang salah, untuk 0 < x <360.

a. Jika cosx® = 0.5 maka x =060 atau 300

b. Jika sin X :T maka ¥ =45 atau 315

—

C. Jlka tan _x[:' =1 maka .r:45 atau 225

19




BAB I1
IDENTITAS TRIGONOMETRI

Ada perbedaan antara identitas dengan persamaan. Perbedaan itu
dapat dilihat pada contoh-contoh berikut;
Identitas  : 2a +3a =5a, berlaku untuk semua harga a.
Persamaan : x* —x—2 =0, hanya berlaku untuk x=-1 dan x =2
Identitas dapat diartikan sebagai kesamaan. Untuk dapat dinyatakan sebagai
kesamaan, perlu ada pembuktian dan untuk pembuktian diperlukan rumus-
rumus.
A. Rumus-rumus yang Menghubungkan Cos A, Sin A, Tan A, dan Cot A
Pada gambar 8, PQ tegak lurus 0Q. Titik sudut A berimpit pada titik pangkal

0.
r )

Gambar |}

Menurut dalil Phytagoras:

X 4+ v =r

Selanjutnya,

X 5 X
cos A=— —cos” A=—
. 2
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sin A = ! —» gin =
¥ r
Xy

cos” I+ sin” A= "— +—
r r
x: +}E-2 r3 1
ro r
. 2 . 2
Jadi, cos  A+sin" A=1

Seterusnya diperoleh bahwa:

sin A cos A
= tan A, dan =cot A
cos A sin A
Contoh 1

I. 3cos’ I+3:~;in"’ A=3

B -+ sin I)} —2cos Asin A =1

Bukti:

a. 3cos’ A+3sin” A= 3(-::{}:-12 A+sin’ A) = 3(1) =3, terbukti.

b. (cosA+sinA)’ —2cos Asin A =

cos® A+ sin *A+ 2cos Asin A — 2cos Asin A = cos® A+ sin A = 1, terbukti.
Contoh 2
Buktikan bahwa;

l—cos” A 5
d. — =tan” A
cos” A

b. (l —sin” A]tan1 A=sin" A
Bukti:

21




l—cos” A

d —_— =

cos” A

Pembilang, 1 —h"’ . Sehingga,

- si" ( Sin ““J' = (tan A)’ = tan’ A, terbukti,

cusll _msll_ cos A

b. (1 —sin’ A)tan1 A= ...

(1 —sin’ A) = cos’ A, sehingga bentuk di atas menjadi,

P
) , sin” A )
(1 —sin’ A] tan” A=cos’ Atan’ A = cos’ A[ - J: sin’ A, terbukti.
cos” A

Contoh 3

Buktikan bahwa;
a. (1 — Cos” A)Cﬂtl A=cos” A
b. sin’ A(1+cm2 A)=1

Bukti:

s o, cos A
a. l—cos” A=sin" A.dan cot A=

, sehingga

.

sin A

) , L cos” A ’
(l —cos” A)cut' A=sin" A| — =cos” A, terbukti.
sin” A

.2 2 .1 'C'[']S2 A
b. sm';’i(l—i—cﬂt'z’i):sm'z’i 1+ — ™
sin”

=sin” A+cos” A=1, terbukti.
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B. Rumus-rumus yang Menghubungkan Tan A, Cot A, Sec A, CosecA

sin A
Dari rumus tan A= , ruas kiri dan kanan dikuadratkan, sehingga
cos A
s 2 5 ..
menjadi tan~ A= ——— . Tambahkan ruas kiri dan kanan dengan 1, maka;
cos” A
5 sin® A sin" A cos” A
tan” A+l=——+l=——+—
cos” A cos” A cos” A
sin A+cos” A 1 5
= - = - =sec A
cos” A cos” A
Jadi,
f ) 1 B
tan® A+1=———=sec’ A |
cos A

Selanjutnya dari rumus cotA=

, setelah ruas kiri dan kanan

dikuadratkan maka, cot® A = COS; A Tambahkan ruas kiri dan kanan dengan

sin” A
1, maka;
- cos” A cos” A sin® A
cot- A+ 1= — 4+ 1= — + -
sin” A sin~ A sin” A
cos” A+sin” A 1 5
= - =— =5 A
sin” A sin” A
Jadi,
2 a
cot" A+1= =csc A

sin® A
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Contoh 1

Buktikan bahwa;

| | )
a. sin” Al ——+——|=sec’ A
sm- A cos” A
tan B _secB+l
secB—1 tan B

Bukti:
5 | sin’

a. sin” +- =1+ , terbukti.
tan B tan B secB+l_tﬂnB(SeCB+l]

secB—1 (secB—l)'secBH T sec’B-1

_tanB(secB+1) secB+1

5 , terbukti.
tan” B tan B
Contoh 2
Buktikan bahwa;
cscB -1 CcOoS
a. —
cotB | +sin
B -l oo
Bukti:
cscB—I_ cscB—-1 cscB+1 B csc’ B—1
cot B cotB cscB+1 cntB(cscB+l)

|

h -(cscl+1} - cscl+1
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cosf}

pr cos B ]
S ——, terbukti.

—+1 1+sinB

sin B

| sinB cosB smB

b. cosB.cscB.tan B = cos B. =1, terbukti.

sin B cosB sinB cosB
Akibat dari rumus-rumus di atas:

tan A.cot A=1
sin A.csc A=1

cos AsecA=1

C. Rumus Jumlah dan Selisih Dua Sudut
Pada lingkaran pusat 0, jari-jari r, dibuat titik-titik

P(x,y).P(x,y,).P(x,y,),dan A(r,0) sedemikian hingga:
ZXOP = ¢ radian

ZXOP, = (a+ ) radian

ZXOP, =(—/3) radian

Seperti tampak pada gambar 9 berikut:
A

Py (X3, ¥2)

(X0, 1)
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X 3
. s 0 . 0
Dengan  menggunakan  definisi: cos @ =—.,dansing = atau

F
r r

0 . i B 0
x=rcosa ,y=rsina ,dimana ¢ adalah besarnya ZXOP ,dan P adalah

titik , maka untuk titik-titik 2, P, .dan P,, didapat:

- :.(a+,3]

l o

atau,

P (-a],}; (rcos(chr,B],rsin(a+,B]],dan
P (rcos(—ﬁ] LJFsin (—,B])

Karena: ZP.OP = ZAOP,, maka PP, = AP,.

Gunakan rumus jarak antara dua titik sehingga diperoleh:

EFI' = (rcasa—rcasﬁ)l +(rsine —rsinﬁ):

]

AP, =(rcos(a+pB)-r )1 +(rsin(a+ B) —0)1 . Sehingga,

2

. (rcns(a+ﬁ)—r)2 +(rsir1(c:r+ﬁ)—0)' =
(rcosa —rcos B) +(rsina—rsin g)°

e ricos’(a+p)-2r cos(a+B)+r’+r sin’(a+ f)=
r’cos’ o —2r’ cosacos B+rcos’ B+r cos  a+

2r° sinasin f+r” sin” B

o 5 (cosl (a+B)+sin’(a+ ﬁ']) ~2r'cos(a+ p)+r =
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r (cos: a +sin’ fz)+r1 (coslﬁ +sin’ ﬁ)—ZFIC{]S&C{]Sﬁ +

2r’ sin az sin 8

o 27 C{}s(af+ﬁ]+ rt=r’=2r (c{}sacusﬁ—sinasin ,B}
° —Zrzcus(a+ﬁ]:—2r3(

| o Wi

Jadi,

I -

Selanjutnya rumus cosinus untuk selisih dua sudut diperoleh seperti berikut

ini.

cos(a—ﬂ)=h

I -

Jadi,

|
Dengan menggunakan rumus I[E T+ c}:) = —I a

-(%z + a'), maka:
I(rz+ﬁ)-—cns(%x+(a+ﬁ))

atau
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Selanjutnya, _ ('55 + (_)B)]

= sin a.(—ﬁ]+cosa-
I

_________________________ N
sin(a - f) =sinacos ff —cosasin |

Rumus tangen untuk jumlah dua sudut diperoleh dengan menggunakan

. 0
S11 ¥

rumus: tane” = —, seperti berikut ini.
cosa
sin( & +
tan (a + )= —( ﬁ)
cns(af +,-‘5’)

_ sinacos f+cosasin f

sin ¢ cos f —cosa sin 3

(pembilang dan penyebut dibagi dengan cosacos f)
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sing  sIn
. B

_ cosa cosff  tana+tanf
sing sinff  1-taneatan f

cusaf.msﬁ

- sin(a - )
_C{}s(a—ﬁ)
j T
P acos s+ M 5

(pembilang dan penyebut dibagi dengan cosacos )

Selanjutnya, tan(ﬂ - ﬁ)

sin  sin f§

cos¢ cosfl  tana —tanf
sina sin f3 | + tan & tan

cosa cos f3

1+

Sebagai akibat dari rumus-rumus di atas, diperoleh rumus-rumus:

—
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2tan e

c. tan2a = =
1—tan &

Contoh 1

Hitunglah rumus-rumus berikut ini tanpa menggunakan daftar.
a. cosls’ b. sin15’ c. tanl5’

Jawab:

a. cosl5” =cos(45-30)

= cos 45" cos30" +sin45" sin 30"

V2 3 V21

)

b. sinl5” =sin(45-30)

. i i LI i
=sin4d5 cos30 —cos45 sin 30

LB LG

2 2 22

c. tanl5’ = )
N S Eu
G

|.£|“’i'1
1+1.£ Y3+l
[

Contoh 2
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Sederhanakanlah:

;fr— —T+x |- — T -7+

cos110” cos10” +sin110" sin10"
c. sin80° cos10” + cos 80" sin 10"

. i i [ 0
d. sin50 cos5 —cos50 sin5

-+ —7—Q|sin| =7+
4 4 4

1 1 1

[—:?r— +{—rr+ —7=0

B cos!10° cos10” +sin110 sin10° = cos(110° ~10" ) = cos 100

Jawab:

|
d. C{}S(—R’—
4

c. sin80° cos10° +cos80sin10" = sin (80" +10° ) =s5in90° =1

d. sin50" cos5” —cos50" sin5” =sin (50“ - 5“) —sin45" = ~=

2
Contoh 3
*m—,mmngmh:
a. sin(A—B) b. CDS(A—B) C. tan(A+B]
Jawab:

a. sin(A—B)z sin Acos B —cos Asin B

Untuk memeperoleh nilai dari cos A dan cos B, digunakan rumus:

cos- A+sin- A=1
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cos A =—
25

Selanjutnya,

cos- B+sin° B=1

cos B+ — | =
5

—_—

Maka, sin(A—B):i_i_z—_éz_ﬂ
255 255 125
o, cos () - o B o R
24 4+| 7 117
25 525 125
tan A+ tan B
c. tan(A+B)=—0 T an
l—tan Atan B
Karena L = 7 i - 24 maka - [ ]
25 25 e
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Contoh 3
Buktikanlah:

a. sin (2?0 +a)“ =—cosa’

0 . .
b. cos(a—b) =cosa’cosh’ +sina’sinb", dimana a=90 dan b =30

Bukti:

h (270 + [N 270° cos [N 270" sin |

= —l.cosa +o.sina’ =—cosa’,terbukti.
[l 0 i 1
b. cos(a—b) =cos(9-30) =cos60" = >

i 0 . 0 . i i 0 . i . i
cosa cosh +sinag sinkh =cos90 cos30 +sin90 sin30

Jadi,

0 . . .
cos(a—b) =cosa’ cosh” +sina”sinb", dimana a =90 dan b=30
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D. Rumus Hasil kali, Jumlah dan Selisih Cosinus dan Sinus
1. Rumus Hasil Kali Cosinus dan Sinus
Rumus hasil kali cosinus dan sinus dapat diperoleh dengan menggunakan

rumus-rumus jumlah dan selisih dua sudut, sebagai berikut:
)
-5 - I

ons(A+B) =cos AcosB —

+

cns(-)+cns(:‘-1 - B) =2cos Acos B, atau

—— e e e e e e =

Rumus hasil kali sinus dengan sinus adalah:

CDS(A—B)z cos Acos B + sin

——

o ) o )

Sedangkan [l hasil kali cosinus dengan sinus adalah:
sin( A+ B) =sin

R

_ms |sm-
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Dan [ hasil kali sinus dengan cosinus adalah:

sin(A+ B) =sin Acos B +cos Asin B

h) =sin Acos- Asinl
i

-)+ sin(A—B) = 2sin Acos B, atau

2sin Acos B = sin(A+B)+sin(A—B)_E

f
|
|

Contoh 1

Nyatakan sebagai jumlah atau selisih dalam cosinus.
a. 2cos(X+Y)cos(X -Y) b. 2sin60" sin30"

Jawab:

o, 2cos() o
b. 2sin60"sin30° = cos (au” - 30”) — cOs (60” +30" )
= c0s30" — cos 90"

Contoh 2

Nyatakan sebagai jumlah atau selisih dalam sinus.

| 1
a. 20{15[— T+ x)sin[—;r —x)
2 2

b. 2sin35" cosl5’

Jawab:
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sin[

o
]

=sin7—sin2x
b. 2sin35" cosl5" = sin(SS“ +15" ) + 005(35“ — 15“)

=sin50" + cos 20"
Contoh 3
Buktikan bahwa:

2cos5Acos2A+ 2sin3Asind4A—cos3A—cos A=0
Bukti:

2cos5Acos2A=cos(5A+2A)+cos(54—2A)
=cos TA+cos3A

2sin3Asin4A = cos(3A—4A)—cos (3A+4A)
=cos(—A)—cosTA=cos A—cosTA

Sehingga,

2c085Acos2A+2sin3Asin4A—cos3A—cos A

=cos JTA+cos3A+cosA—cosTA—cos3A—-cosA=0

2. Rumus Jumlah dan Selisih Cosinus dan Sinus

Rumus-rumus jumlah dan selisih cosinus dan sinus diperoleh dengan cara

seperti berikut:

Misalkan:
C=a+pf
B=a-p
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Maka,

C+D=2a,atau a=C+D

C-D=2p, atau ﬁ:%

Sehingga:

<o 5 - I - /
2

Masukkan harga-harga « dan £ sehingga menjadi:
co SR - 2 ——
2

Dengan menggunakan pemisalan di atas, maka:
sinC+sin D= sin(cx + ﬁ)+ sin(a—ﬁ)

=sinacos ff + cos e sin f + sin a cos  — sin a sin 3

=2sinacos ff

Karena o :F’_‘+D)ﬁ‘ = =(C—D),maka:

- (- (I

Selanjutnya,

cosC —cos D= cos(a + B)—cos(a— B)
= Cos @ cos ff —sin asinﬁ—(msamsﬁ+sin asinﬁ)
= —2sin & cos f#
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Jadi, cos € —cos D = —2sjnl(C+D)sinl(r:—D)
2 2

Demikian pula,

sinC —sin D =sin(a + f)—sin(a — )

=sineacos ff+

=2 5
sehingga, .C—.D =2. +D

l(t::—z:r)

Cuntohl

Sederhanakanlah!

[ N cns[-] +cns(-} e. .(2_1‘+-(2_1‘—_}-‘}
b. co0s50" +cos 30" f. sin25" +sinl15"

c. sin (;l;ﬁz_r] —sin (;l;r—zx] g. sin(2x+y)—sin(2x—y)
d. sin32" —sin28° h. cos200° —cos20°

Jawab:
ro -

=2cos XcosY
i i 1 i 1] l [u] i
B cos50" +cos30 =2c055(50 + 30 )COSE(SO —30 )
= 2cos 40" cos 10"
l sin (l:fr+2 r] —sin [l:fr—Z r]
R > ; s > k
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_ A1 1 oL 1
=2cos 3 HEE-FZX}{ZE_ZIHMH 3 HZJHZA:J—{EE—ZJ:H

=20{}s%ﬂ'sin2x=0

L ] o 0 . l 1} il _x l il il
d. sin32 —sin 28 —2CDh§(32 + 28 )hln§(32 — 28 )

=2c0s30" sin 2"
e. sin(2x+y)+sin(2x—y)
1 ]
= Zsmi((2x+y]+(lt—y])casi((lt+y}—( )
.sin 2'0{}53.)
I. sin 25" +sin15" = Esinl(ZS” +15' )0051(25” — ]S“)
2 2
= 25in 20" cos 5"
g. sin(2x+y)—sin(2x-y)
=2{:{JS%((2£+ v)+(2x+ y))s-.inr(z“ ¥) - (254 7))
I

1 1
h. c0s200° —cos 20" = —2sin —(200“ +20° )sin —(20-:]“ ~20° )
2 2

= —2sin110" sin90" = —2sin 90"

Contoh 2
Buktikan bahwa :

sin 40° + sin 20" o
a. = tan 30

cos 40" + cos 20"
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cos3x—cosS5x

b.

=2sin2x
sin3x —sinSx

Bukti:

b 1 4] \] g 1 0 4]
sind0’ +5in20" 2s,m2(4u +20 )cmz(-ﬂﬂ -20")

zcns%(am” +20° )cos %(40” -20°)

cos 40" + cos 20"

sin30” cos 10" sin30°

= 5 == - = tan 30", terbukti.
cos 30" cos10 cos 30

.. 1
. cos3x —cosSx —2511]5(33:+5,~;)51n5(3x—5x)

sin3x —sinSx 24:051(3:-{+5x)sinl(3x —5:-;)
2 2
~2sin 4xsin(—x) ~ sindxsinx

2cos2xsinx cos2xsin x

sindx  2sin2xcos2x

cos 2x cos 2x

= 2sin 2x , terbukti.

Contoh 3

Hitunglah nilai dari cos 75" +cos195°, tanpa menggunakan daftar.

Jawab:

1 |
cos 75" +cos195" = zcos—(?s“ +195° )ms— (?5” ~195° )
2 2

=2c0s135” cos(—60)"
=2cos135" cos 60"

] il
=—-2cos45 coso6l
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_ (V2 [1):_1 5
2 2 2
LATIHAN SOAL
Buktikanlah identitas-identitas di bawah ini.

a. sin' A—cos' A=sin" A—cos® A=2sin" A—1

}=20052I—1

b. ({1}5 A+sIn A}(cuﬁ

C. --AC{]SI=tE1nI

cos A

d. cos ,f31(1+tar11 A)zl

. hsin!_ tan [ + tan J§

cos Acos B—sin AsinB  l1—-tan Atan B

f. cot” A—cos” A=cos Acot” A
g. sin° A—cos A= (sin A—cos A)(1+sin Acos A)
h. sin' A+cos'A=2sin" A—2sin” A+1

i. tanA(1-cot’ A)+cot A(1-tan® A) =0

Buktikan identitas-identitas berikut ini.
a. sinA—cscA=—cotAcosA

b. sin” Acot” A+cos” Atan” A=1

c. tan A+cotA=secAcscA

d. sec’ A+csc’ A=sec Acsc” A

e. sinA.secA.cotA=1
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f. tan® A+cot” A=sec’ A.csc” A-2

csc A—1 _ cot A

cot A _cscA+1

|
h. cotAcsc A=
secA—cos A

1 —

cscl - sec A

j. ) +2sin Acos A=1
Sec

Sederhanakanlah.

a. cosXcosY+sinXsinY e. cos(A+B)+cos(A-B)
b. cos40’ cos5” —sin40’sins”  f. cos(A—B}—cos(A+B]
c. sinM cos N +cosM sin N g. sin(A+B)+sin(A-B)

d. sin2Acos A—cos2Asin A h. sin(A+B)—sin(A- B)

Hitunglah soal-soal berikut ini tanpa menggunakan daftar.

a. sin75" e. tan 285"
b. cos75 f. cosl65’
c. c0s22,5° g. sin(-150)"
. 0 —5
d. sinl05 h. tan(—:r)
4

4
Diketahui cos A == h Hitunglah [

dari:

o oo o

C. tan(-}




4
6. Diketahui tan -rdan tanl = i, A dan B sudut lancip. Hitunglah nilai

dari:

I. C{}s(-) C. cns(-) e. tan(-}
b. sin ([ d. sin () f. tan (D)

7. Buktikanlah.
a. C{}s('}ﬂ+a}=—sina
b. tan (270 +a )[] =—cota"

c. sin3x=3sin.xcos’ x—sin x
. . 3 . 3
d. sin2x—2sin xcosx—2sinxcos x=0

e. tan(X-Y)+tan(Y-X)=0

¢ o+ e —

e I (4-2)-0
| 1 1

h. =sing.cot—g.sec’ —¢ =1
2 2 2

i 0{1594—0{15[94—%;1')4—0{15(9—%;1')=D

j. =—cos’ x
8. Sederhanakanlah.

1 |
a. 2cos [— T+ x)cns (— T — x) e. 2cos635" cos 25"
4 4
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. 1. 1 1 1
b. 2sin| &+—x |sin| @ ——nx f. 2sin—msin—nx
4 4 3 3
1) 1)
c. 25in(9+5;'r ms(ﬁ—;ﬂ' g. 2cos(z+y)sin(z—y)
1 . | A . o 0
d. 2cos| —a+6 |sm| —x-6 h. 2sin75 cosl5
4 4
Buktikanlah:
a. 2sin3Asind4A+2cos5Acos2A—-cos3A=cos A
b. sin32"sin68" —sin47" cos 77" — cos65" cos 81" —!
>
c. [sin> Woos- Icos > I+ 2NN cos NN <IN s
| 1 . 2
d. 2cns(9+—x)cas[9——x}=1—2511'1'9
4 4
e. 4sin3fcos3fsinf =cos560 —cosT0
f. 4c0569c054951n29=sin]2£}'+(sin49}(1—2c059)
g. 4cas3ﬂsin3ﬂms.~9:sinh
h.

B =sin —(E+¢$)—~;1n E(H—gxﬁ-)

3s5in 28 —sin 68
32

.3 3
sin” fcos A=




10. Hitunglah soal-soal berikut tanpa menggunakan daftar.
a. sin75" cosl5’ e. c0s97.5" cos22,5"
b. sin127,5"sin7,5"

c. sinl15"cos75° g. sin75"sin165"
d. cos225" cos105" h. cos45"sinl5"

11. Jika sin A+sin B =k dan cos A+cos B=m, buktikan:

a. k+m=2 )-I—C{}S%(-)J

1

Bk =mtani(-)

c. ki+m’ =2(1+C(}S(A—B))=4C{}SI %(A—B)

12. Jika x =sin3A+sin A dan y =cos3A+cos A, buktikan:
a. x+y=2cosA(sin2A+cos2A)

b. x:y=tan2A

¢ x +y =2+2cos2A
13. Sederhanakaglah.
a. Cos3x +i e. .5-
b. -+h}—cosl f. .3}:—.
c. Cx+y)+RY) g. cns[x+|:r)cns[

D m

——

=

f. 0s397,5" sin(-82,5)’

1
X——7

3

)
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14. Buktikanlah.

cos A+cos B 1
=cot—(A+ B)
sin A+sin B 2

i1 A +sin B

b. = tan
—sinl
cos A+cosB

C. =—catl(A+B)catl(A—B)
cos A—cosB 2 2

sindA+sin2A
e. =tan3A

cosdA+cos2A

4 cos [} _
-2I—C{152I

dcos Acos B

—(CSC(A-I—B]-I—CSC(A—B])

=sec(A+B)+sec(A—B)
cos2A+cos2B

15. Hitunglah soal-soal berikut tanpa menggunakan daftar.

a. cos195" + cos435° d. sin645’ +sin (—1 5)0
b. cos285" —cosl165” e. sin 225" —sin45"°

1 5 1 2
C. COS—JT +COS— T f. 51n§ﬁ+51n§;¢
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BAB Il
PENERAPAN TRIGONOMETRI

A. Penerapan Trigonometri pada Segitiga Siku-siku

Pada gambar 10, segitiga ABC adalah segitiga siku-siku yang dilukis pada
sumbu koordinat sedemikian hingga titik sudut A berimpit dengan titik
pangkal O dan titik sudut C terletak pada sumbu X.
Maka titik sudut B adalah suatu titik dengan koordinat (b,a), dan titik sudut

C adalah hypotenusa (sisi miring).

A
FP—

4

C
P (i

C E/*_xt

~._B

— v

Gambar 10

Suatu segitiga siku-siku dapat ditempatkan pada sumbu koordinat
sedemikian hingga salah satu titik sudutnya berimpit dengan titik pangkal O.
Dengan demikian perbandingan-perbandingan trigonometri suatu sudut

(misalnya sudut B) dari segitiga ABC yang tampak pada gambar 11 adalah:
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Gambar 11

B a | sisi siku-siku terdekat sudut B
c hypotenusa

: b | sisi siku-siku didepan sudut B
sin B =—
c hypotenusa

b ( sisi siku-siku di depan sudut B )

tan B = —
a \ sisi siku-siku terdekat sudut B /
a | sisisiku-siku terdekat sudut B )
cotB =—
b\ sisi siku-siku di depan sudut B )
|'( h t e
sec B = E — }’P{) Cnusd )
a \ sisi siku-siku terdekat sudut B
hypotenusa
sin B = ¢ ypolenu
b \_sisi siku-siku didepan sudut B

Perbandingan-perbandingan trigonometri suatu sudut dari suatu segitiga

sering digunakan untuk mencari tinggi dan jarak sesuatu.

Salah satu pengertian dasar yang perlu diketahui di dalam perhitungan tinggi

dan jarak adalah pengertian tentang sudut elevasi dan sudut depresi. Jika
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suatu benda P diamati dari suatu tempat O terletak disebelah atas horisontal
OX, maka sudut XOP yang terjadi antara horisontal OX dan garis penghubung
OP disebut sudut elevasi. Jika benda P terletak disebelah bawah horisontal
OX, maka sudut XOP disebut sudut depresi.

Untuk lebih jelasnya sudut elevasi dapat dilihat pada gambar 12, dan sudut

depresi dapat dilihat pada gambar 13.

P

Gambar 12 Gambar 13

Contoh 1

Pada segitiga ABC diketahui sisi @ =3cm, sisi ¢ =4cm, dan ZB =90".
Hitunglah:

a. BesarsudutA

b. Besarsudut B

c. Panjangsisi B

Jawab:

a. Pada gambar 14 berikut sisi @ = 3cm, sisi ¢ = 4cm, dan ZB =90°.

r

Gambar 14
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=0,750
ZA =369

atau dapat pula dicari dengan menggunakan tabel fungsi logaritma

tigonometri atau kalkulator sebagai berikut ini.

3
tan A = —
4

3
logtan A = log [—J
4

=log3—log4=0,477-0.602=0,875-1
/A=7369"

b. Perhatikan gambar segitiga di atas.

anC =S =4 1333
a 3
/C =531

Dapat pula diperoleh dengan cara berikut:

ZC=90"-/A=90" -36.9" =53.1"

" $in36.9"

logb =1log3 —logsin 36,9"
=0,477-(0,778 1) = 0,699

50




b = antilog 0,699 =5
Jadi panjang sisi b = 5cm.
Contoh 2

Seorang yang tingginya 1,60 m berdiri pada suatu tempat di atas tanah yang

horizontal pada jarak 50 m dari sebuah pohon. Orang itu melihat puncak

pohon tersebut dengan sudut elevasi 30". Hitunglah tinggi pohon itu!

Jawab:

Pada segitiga ABC dalam gambar 16 di bawah ini, sudut A = 30" adalah sudut
elevasi, dan BC adalah bagian tinggi pohon.

CT
30°
A Om B
Gambar 15
CB CB
tanA =—=—
AB 50
o BC
tan 30 = —
50
BC = 50.tan 30"

=50(0,577) = 28.85

Jadi tinggi pohon tesebut adalah = 1,60 + 28,85 =30,45m .
Contoh 3

Dari suatu tempat dititik A pada tepi sungai yang lurus seorang melihat

puncak menara di seberang sungai tepat di seberang titik A dengan sudut
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elevasi 40" . Jika orang tadi berjalan mundur kebelakang sejauh 100 m dan

melihat puncak menara dengan sudut elevasi 30°. Hitunglah:
a. Lebar sungaiitu
b. Tinggi menaraitu

Jawab:

30° 400
E 100m A D

Gambar 16

a. (D =tinggi menara
AD = lebar sungai
Perhatikan segitiga ACD,

tan 40° = b
AD
CD = AD.tan40" ........... (i)

Selanjutnya perhatikan segitiga BCD,

tan 30° = <2
BD
CD = BD.tan30" ........... (if)

Karena persamaan (i) sama dengan persamaan (ii), maka

AD.tan40" = BD tan 30" = (100 + AD)tan 30"
=100 tan 30" + AD tan 30"
(tan40” —tan 30" ) = 100 tan 30°
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100 tan 30° 100(0.577)

AD = (il il =
tan 40’ — an30°  0,839-0,577
57,7
== =2202
0,262

Jadi lebar sungai tersebut adalah 220,2 meter.
b. Perhatikan segitiga ACD pada gambar di atas.

tan 40" = b

AD

CD = ADtan 40" =220,2tan 40"
=220,2(0.839) =184,75
Jadi tinggi menara tersebut adalah 184,75 meter.
Contoh 4
Seorang pengamat berada pada puncak menara yang tingginya 100 meter
melihat sebuah kapal dipermukaan laut dengan sudut depressi 35".

Hitunglah jarak kapal itu dari kaki menara.

Jawab:

Perhatikan gambar di bawabh ini.

ZKLM = 35"(sudut berseberangan dalam dengan £ZNML )

KM =100 m, yaitu tinggi menara.
Perhatikan segitiga KLM

M. N
- 350

K L
Gambar 17
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KM
tan 35" = ——
KL

KM 100
KL = i = ]
tan 35 tan 35

log KL =log 100 — log tan 35"
=2-(0,845-1)=2,155
KL =antilog2,155=143
Jadi jarak antara kapal dan kaki menara adalah 143 meter.

Soal di atas dapat pula diselesaikan dengan cara sebagai berikut.

ZKML =90" — 35" = 55"

KL
KM

tan 55° =

KL= KM tan55" =100 tan 55"

log KL = log100 + log tan 55"
=24+0,155=2.155
KL = antilog 2,155 =143

Contoh 5
Pada atap sebuah gedung yang tingginya 100 meter seorang melihat dua

buah gardu dengan sudut depressi masing-masing 75" dan 60". Hitunglah

jarak antar dua gardu itu.

Jawab:
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/

60° 75°
D A C

Gambar 18
BC = 100m, yaitu tinggi gardu
ZBAC = 75" (sudut berseberangan dalam sudut XBA )

ZBDC = 60" (sudut berseberangan dalam sudut XBD)
Perhatikan segitiga BDC

. 100
tan 60 = —
DC

DC = 100
tan 60"

log DC = log100 — log tan 60"
=2-0,239=1,761

DC = antilogl,761 =577

Selanjutnya perhatikan segitiga BAC

100
tan 75" = —
AC
100
AC = 4]
tan 75

log AC =1log100 —log tan 75"
=2-0,572=1428

DC =antilog 1,428 = 26,8

Jadi jarak antara kedua gardu itu adalah 57,7 - 26,8 = 30,9 meter.
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B. Penerapan Trigonometri Pada Segitiga Sembarang

Salah satu penerapan trigonometri yang sangat penting ialah penyelesaian
pada segitiga, dan untuk penyelesaian segitiga ada empat aturan atau rumus
yang penting, yaitu: aturan cosinus, aturan sinus, aturan tangen, dan rumus
luas segitiga.

1. Aturan Cosinus
Pada setiap segitiga ABC berlaku:

-

Bukti:

Setiap segitiga ABC dapat digambar pada susunan sumbu koordinat
sedemikian rupa sehingga salah satu titik sudut berimpit dengan titik pangkal
0, dan salah satu sisinya berimpit dengan sumbu OX.

Pada gambar 19 segitiga ABC dengan sisi-sisi a, b, dan c dibuat sedemikian
hingga titik sudut A berimpit dengan titik pangkal O, dan sisi ¢ berimpit
dengan OX. Sehingga A adalah titik (0,0), B adalah titik (¢,0), dan C adalah

titik (bcos A,bsin A). Panjang sisi A adalah jarak antara titik B ketitik C.
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C(bcos A, bsinAd)
: !; '
R Ii BFE,D}‘F

v
Gambar 19

Maka,

4

a’ =(!mnsA—r:): +(bsinA—U)
=b cos” A—2bccos A+c +b sin” A
=h’ (cmf A+sin’ A] +¢” —2bccos A

=b”+¢ —2bccos A

Jadi, a* =b*> +¢* —2bccos A |
L ]

Dua rumus lainnya dapat dibuktikan dengan mengubah letak segitiga itu pada

susunan sumbu koordinat. (buktikan sendiri).

Jika ketiga sisi dari segitiga itu diketahui, maka salah satu sudut dari segitiga

itu dapat ditentukan dengan mengubah rumus-rumus di atas menjadi:

(b* +* -a)

COSA=
2bc
Cosﬂz(alwl—bl)
2ac
e (a’ +b" —c?)
2ab
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Contoh 1

Pada segitiga ABC diketahuisisi b=12cm, sisi ¢ =9cm , dan sudut A = 65,5"
. Hitunglah panjang sisi a.

Jawab:

Sesuai dengan unsur-unsur yang diketahui pada segitiga maka,

a-=b>+¢* —2bccos A

=(12)" +(9)" - 2(12)(9)c0s 65,5

a=11,06
Jadi panjangsisia =11,6 cm.
Contoh 2
Pada segitiga ABC diketahui sisi @ =4em , sisi b =5cm, dan sisi ¢ = Tem .

Hitunglah besar sudut C.

Jawab:
(a*+0°=c*) (4+5-T7)
cosC = =
2ab 2.(4)(5)
(16 +25—49)
= = -0,200
40

Karena cosC < (), maka C terletak dikuadran .

Jadi, C=180"-78,5" =101,5".
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Contoh 3
Seorang penjaga pantai mengamati suatu kapal yang terletak 12 km ke arah

selatan. Kemudian ia mengetahui pula bahwa pada jarak 10 km dengan sudut

60" arah ke timur dari arah selatan ada cahaya lampu. Hitunglah jarak kapal

dari lampu.
Jawab:

P

60° ke
l L
p
K
Gambar 20

P = penjaga
K = kapal
L = lampu

I = 12km, yaitu jarak antara pengamat dan kapal
k = 10km, yaitu jarak antara penjaga danlampu

p = jarak antara kapal dan lampu

p =0 +k>—2lkcos P
=(12)" +(10)" =2(12)(10)cos 60°
=144+100-240(0,5) =124
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a=11,14
Jadi jarak kapal dari lampu adalah 11,14 km.
Catatan:
Aturan cosinus berlaku pula pada segitiga tumpul. Buktikan sendiri.
2. Aturan Sinus
Pada tiap-tiap segitiga ABC berlaku:

a b C
sinA sinB  sinC

Bukti:

(

cos A=

_),dipemleh:

(b4 +ct +at + 207" =24t - 2a°h’ )

cos’ A= —
4b c”
i (a4 +c' +b' +2a° " —2a°h’ —szcz)
cos” B= —
4a ¢
(@' b et 20D — 247 - 2b7C7)
cos C =

46!21‘52

vengan menggurakan rurmus: I . -

. o
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. (Ebzcz +2a°¢ +2a'bh —a —b —c4)
A=

4b’c’
L (fogcg +2a’b" +2b°c¢" —a* -b* —5‘4)
sin” B = —
da¢”
L (2“351 +2a’c’ +2b°c’ —a' — b —c4)
sin" C =

4a’b’
Persamaan-persamaan diatas setelah dibagi antara satu dengan yang lainnya

menghasilkan:

sin“A @ sinfA a sinnB b’

. ¥ __1’ . ¥ — 5 % . ¥ — o]
sinB b sinC ¢ sinnC ¢

Karena a, b, dan c adalahssisi-sisi suatu segitiga, maka a > 0,b>0,dan ¢ > (0
. Sedangkan sin A,sin B, dan sinC adalah positif, sebab A, B, dan C adalah
sudut-sudut yang kurang dari 180" . Maka,

sinA a sinA a sinB b

sin B =E’ sinC =E’ sin C =E

a b a c b C
Atau =

. - . 1 . = . El . = .
simA sinB smA smC smB sinC

Dengan relasi transitif maka,

“ b , terbukti.

sin A B sin B B sinC
Contoh 1

Pada segitiga ABC, diketahui A=44" B=76", dan sisi a=13,9cm.
Hitunglah panjang sisi B.

Jawab:

61




a b

sinA sinB

13,9 b

sin44"  sin 76"

(13,9)sin76"  (13,9)(0.970) 0.4
sindd” 0,695

Jadi panjang sisi b adalah 19,4 cm.

Contoh 2

Pada segitiga ABC, diketahui sisi @ =11,6¢m, sisi ¢ =9cm dan A =65.,5".
Hitunglah besar sudut C.

Jawab:

a _ C
sl sinC
\
iﬁs,s" -
offl65.5" 9(0.910)
.-

11,6 11,6
C = 44,9" atau 135,1"

=0,706

Karena jumlah A+ B+C = 180", dan A=65,5", maka C = 44.9"

Contoh 3

Dua kapal P dan Q berjarak 8 km. Kapal Q letaknya pada arah 100" dari kapal
P dan kapal R letaknya 160" dari kapal P. Dan kapal R letaknya pada 200"
dari kapal Q. Hitunglah:

1. Jarak kapal R dari kapal P

2. Jarak kapal R dari kapal Q
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Jawab:
Perhatikan segitiga PQR pada gambar 21 berikut ini.

Gambar 21

P =160° —100° = 60"
0 =360" - (200“ +80°)=80°

R =8km , yaitu jarak Pdan Q

*

sin " sinR

qg 8
sin80”  sin 40"

8sin80"  0(0,985)
q= = =12,

sin 40" 0,643

Jadi jarak antara kapal R dan kapal P =12,3 km.
b. Perhatikan segitiga PQR pada gambar di atas.

p _r
sinP sinR
p 8

sin60"  sin40"

! - R =180" — (60" +80" ) = 40"
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8sin60°  0(0,866)
q= — = =10,77 =10.8
sin 40 0,643

Jadi jarak antara kapal R dan kapal Q = 10,8 km.
Contoh 4

Pada segitiga ABC diketahui A =110",C = 30", dan sisi ¢ = 6¢m . Hitunglah:
a. Panjang sisia
b. Panjangsisib

Jawab:

B _6
sin110° .30“

I_ 6sin110°  6s5in70°  6(0,940)

= = =11,28=11.3
sin 30" sin 30" 0,500

Jadi panjangsisia=11,3cm

b. B=180" —(1 10° + 30”) = 40°

b o c
smB snC
b 6

sin40°  sin 30"

6sin40”  6(0,643
a= S —= ( ' ):??2
sin 30 0,500

Jadi panjangsisib=7,72 cm.
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3. Aturan Tangen
Pada setiap segitiga ABC berlaku:

Bukti:

Dari aturan sinus suatu sudut dari suatu segitiga, yaitu:

a b Sinﬂ_a

= — - —
smA sinB sinB b

Selanjutnya , ruas kiri dan ruas kanan ditambah dengan masing-masing

penyebutnya sehingga menjadi:

sin A+sin B _a+b (;)
sin B p T

Dan ruas kiri dan kanan dikurangi dengan masing-masing penyebutnya,

sehingga:

sinA—-smB a-b .
B _acb i)
sin B b

Dengan pembagian antara persamaan (ii) dengan persamaan (i) didapat:
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s -

sin l+sinl N a+l

Gunakan rumus jumlah dan selisih sinus hingga bentuk di atas menjadi:

(W

A-B —
tan{( )J tzm((Al B)J
2 a—b a—b 2 _
= atau = , terbukti.

tm((A+B)J_a+b' a+b_tan[(A+B)J

2

Dua rumus yang lain dapat dibuktikan dengan cara yang sama dengan bukti
di atas.

Contoh 1

Pada segitiga ABC diketahui sisi b=12em, sisi ¢=9cm, dan A=30".
Hitunglah:

a. Besarsudut B dan sudut C

b. Panjang sisi a

Jawab:

il _ il _ il
N (B;c) =(1}302 A) ) (IED : 30 )=?5”. "
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3 _mn[(ﬁf))

12 tan 75"

t [(B—C)J 3an75’  3(3.732)
an = =

=0,533
21 21

[(B;C)J _ 28,1“

(B+C) . (B-C) .
Dengan penjumlahan antara | — |=75 dan 5 = 28,1

2

didapat B =103,1", dan dengan pengurangan didapat C =46,9".

L {9)

n+c_tﬂn[(,4-2|-f)]

(30“—46,9”)
tan
4-9 2 tan(-8.45")  _(an8,5"
a+9 t [30"+46,9”) " tan38.45°  tan38.45°
an| —
2

, sehingga

=-0,187
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(a—9)=-0,187a-1,683

1.187a =7,317 — frzmzﬁ,llﬁ:ﬁ,z

1,187
Jadi panjangsisia =6,2 cm.
Contoh 2
Pada segitiga ABC diketahui sisi @ =16,2cm, sisi ¢ =25,7¢m, dan B =25,8"
. Hitunglah:
a. Besarsudut A dan sudut C
b. Panjangsisib

Jawab:

(C+A) (180“ - B) B (180” -25.8")

a. = =77.1" . Maka:
2 2 2
C— A
[( ))
c—a 2
- C+A
C+a tan[( ;— )}

tan
25,7-16,2 2
25.7+16.2 tan77.1"

s (Y

419  tan77.1°

C-A 9.5)tan77.1"  (9.5)(4.366
- ( )|_ (9,5)tan _(9:5)( )zo.%g
2 41.9 41.9
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[(C_A)J_M.?“

2

‘ (C-A) , (C+A) .
Dengan penjumlahan antara =447 dan =77,1
2 2

didapat A=32.4" dan C=121,8".

tan (A_B)
:;i: tanE(AiB%
2

, sehingga

((32,4° -25,8°))
tan
16,2 —b L 2 tan3,3" 0,058
- s 0 oy 0 =0.104
16,2 +b (32.4" +25.8°)) w@n29,1" 0,557
tan
\ 2

16,2-b=1,685+0,104b

1.104b =14.515 — a =

Jadi panjangsisib =13,1cm.

4. Luas Segitiga
Pada setiap segitiga ABC berlaku:

1
Luas segitiga ABC = EbcsinA
o 1 .
Luas segitiga ABC = EacsmB

1
Luas segitiga ABC = Eabsinc

69




Bukti:
Pada gambar 22, tampak segitiga ABC dengan sisi-sisi a, b, dan c. Sedangkan

t adalah garis tinggi pada sisi c.

[ .

Menurut geometri,

1
Luas segitiga ABC = Ea.“ ..... (i)

[
Dari segitiga ACD, didapat sin A = g_
h

Atau, =bsin A .__(ii)

Masukkan nilai dari persamaan (ii) pada persamaan (i) sehingga:

1
Luas segitiga ABC = Ebcrsin A, terbukti.

Selanjutnya dari segitiga BCD didapat:

t
sin B =— atau [=asinB ... (iii)
[

Masukkan nilai t dari persamaan (iii) pada persamaan (i), didapat:
1
Luas segitiga ABC = 3 acsin B, terbukti.
Dengan cara yang sama, dapat pula dibuktikan bahwa:
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